Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

ІІ етап 54 Всеукраїнської олімпіади з математики 2013 – 2014 р.
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1. Укажіть кількість розв’язків рівняння 
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, що належать відрізку 
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Розв'язок

Відзначимо, що права частина дорівнює 2014, коли 
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, та -2014, коли 
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. Тому рівняння рівносильне сукупності 
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Розглянемо першу систему. Ліва частина рівняння приймає максимальне значення 2014, тільки якщо обидва доданки дорівнюють одиниці одночасно: 
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 На зазначеному відрізку розташовано 1007 розв'язків, із яких потрібно виключити ті, для яких 
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 . Після виключення залишається 252 розв’язки. 
Розглянемо другу систему. Ліва частина рівняння приймає мінімальне значення -2014, тільки якщо обидва доданки дорівнюють мінус одиниці одночасно. Розв’язок системи дає значення 
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. На зазначеному відрізку розташовано 1007 розв'язків, із яких потрібно виключити ті, для яких 
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 . Після виключення залишається 503 розв’язки. 

Таким чином, в підсумку отримаємо 755 розв’язків. 
2. Таблиця 5
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5 заповнена числами 1, 2, ..., 25, причому будь-які два послідовних числа записані в сусідні (що мають спільну сторону) клітинки. Яка найбільша кількість простих чисел може бути в одному стовпці?

Розв'язок

	Розфарбуємо клітки даної таблиці в шаховому порядку. Довести, що в клітках одного кольору будуть стояти непарні числа, а в клітках іншого кольору – парні. У будь-яких двох сусідніх клітках розташовані числа різної парності (13 непарних та 12 парних).

Таким чином, у будь-якому стовпці повинно бути не менш двох парних чисел, тому простих непарних чисел у стовпці може бути не більше трьох, але в одному із стовпців є 2 – просте число, а тому у стовпці може бути і чотири простих, серед яких обов'язково повинне бути число 2.

Одне з можливих розміщень, що задовольняють умові задачі, наведено на рисунку (чотири прості числа – у першому стовпці).
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3. Розв’яжіть рівняння 
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Відповідь:. 
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Розв'язок. Крім традиційного розкриття модулів на проміжках сталості знака модульних виражень під модулями можливі більш короткі міркування. Робимо заміну 
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 . Помітимо, що (x2 – x – 2) + (x3 + x) = (x3 + x2 – 2). З іншого боку, (a( + (b( = (a + b( у тому й тільки тому випадку, коли a і b одного знаку або ab ( 0.  Таким чином, дане рівняння еквівалентне нерівності (x2 – x – 2)(x3 + x) ( 0. Розв’язав нерівність, отримаємо 
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Після зворотної заміни отримаємо 
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4. Відрізки, що з'єднують основи висот гострокутного трикутника, дорівнюють 8, 15 і 17. Знайдіть радіус кола, яке описано навколо трикутника. 

Відповідь: 17

	
	Розв’язок: 

1). Нехай у гострокутному ∆ ABC,  АА1, ВВ1, СС1 – висоти. В1С1=8, А1В1=15 і А1С1=17. 
Помітимо, що 
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. Тоді, ∆ А1В1С1 – прямокутний, 
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 EMBED Equation.3  [image: image21.wmf]0
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2). 
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3). 
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. Нехай R1 – радіус кола, описаного навколо 
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, а R - радіус кола, описаного навколо 
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4). Аналогічно 
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5). Аналогічно 
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 Таким чином, 
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6). 
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7). Знайдемо R1 за формулою 
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8). Тому із 
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5. Знайдіть найбільше й найменше значення виразу 
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Відповідь:
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Розв’язок : Візьмемо два вектори 
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 можна розглянути як ділення скалярного добутку цих векторів на модуль вектора 
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Скористаємось формулою косинуса кута між векторами 
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 і тим фактом, що 
[image: image54.wmf]1

)

cos(

1

£

£

-

j

. 

Тоді 
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Зрозуміло, що «крайні» випадки 
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 досягаються при значеннях 
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. Тому найменше значення виразу дорівнює 
[image: image59.wmf]2013

3

2014

2013

2012

×

-

=

+

+

-

, а найбільше 
[image: image60.wmf]2013

3

×

.
А1





С1





В1





С





В





А





ά








ά








ά



































_1445279880.unknown

_1445280737.unknown

_1445281015.unknown

_1445282407.unknown

_1445282525.unknown

_1445281165.unknown

_1445280917.unknown

_1445280048.unknown

_1445280119.unknown

_1445280663.unknown

_1445280699.unknown

_1445280330.unknown

_1445280076.unknown

_1445279894.unknown

_1445109951.unknown

_1445279043.unknown

_1445279439.unknown

_1445279607.unknown

_1445279382.unknown

_1445275786.unknown

_1445275819.unknown

_1445275956.unknown

_1445275965.unknown

_1445278087.unknown

_1445278094.unknown

_1445275969.unknown

_1445275961.unknown

_1445275823.unknown

_1445275809.unknown

_1445275815.unknown

_1445275790.unknown

_1445275507.unknown

_1445275579.unknown

_1445275586.unknown

_1445275784.unknown

_1445275511.unknown

_1445275339.unknown

_1445275501.unknown

_1445275237.unknown

_1284185594.unknown

_1284187240.unknown

_1284360541.unknown

_1284360981.unknown

_1445102993.unknown

_1284360594.unknown

_1284187930.unknown

_1284360444.unknown

_1284187771.unknown

_1284185679.unknown

_1284185828.unknown

_1284185634.unknown

_1283948014.unknown

_1284183444.unknown

_1284183509.unknown

_1284183362.unknown

_1283947265.unknown

_1283947684.unknown

_1283841300.unknown

