Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап 54 Всеукраїнської олімпіади з математики 2013-2014 р.

9 клас

1. На острові проживає 100 людей: лицарі, які завжди говорять правду; брехуни, які завжди брешуть, і мудреці, які відповідають правдиво тільки на два питання. Щоб визначити кількість лицарів, брехунів і мудреців на острові, виготовили анкету з трьох питань:

1) Чи є ви брехуном або лицарем?

2) Чи є ви брехуном або мудрецем?

3) Чи є ви мудрецем або лицарем?

У результаті опитування всіх жителів загальне число позитивних відповідей склало 190, причому число неправильних позитивних відповідей на перше питання дорівнювало числу неправильних негативних відповідей на це ж питання. З анкети викреслили третє питання й повторили опитування. Число позитивних відповідей стало дорівнювати 80. Допоможіть визначити, скільки на острові брехунів, лицарів і мудреців.

Відповідь. Лицарів 50, мудреців 30, брехунів 20.

Розв'язок.
Має місце рівність:
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Після результатів першого опитування:






[image: image2.wmf]190

2

3

1

2

=

+

+

+

М

М

Л

Р


(2)


[image: image3.wmf]Р

2

 - кожний лицар дав дві позитивні відповіді,
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  - кожний брехун дав оду позитивна відповідь (причому на третє питання),
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 - мудреці, що дали неправильну відповідь на запитання  №2 і №3 (кожний з таких мудреців дав рівно одну позитивну відповідь),
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  - мудреці, що дали неправильну відповідь на запитання №1 (ця відповідь позитивна). Кожний з таких мудреців дав рівно 3 позитивних відповіді.

При цьому 
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Тільки брехуни давали неправильну негативну відповідь на запитання №1, тільки мудреці 
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 дали неправильну позитивну відповідь на запитання №1.

Після другого опитування:
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З (1), (2), (3) і (4) одержуємо, що брехунів на острові 20, лицарів – 50, мудреців – 30.

2. Усі букви фрази «ОЛІМПІАДА ЮНИХ МАТЕМАТИКІВ ЗАПОРІЗЬКОЇ ОБЛАСТІ» записали в клітки прямокутної таблиці (в одну клітку записується одна буква), причому три клітки таблиці залишилися порожніми. Доведіть, що в таблиці знайдеться рядок (або стовпець), у якому зустрінуться дві однакові букви.

Доведення. З умови випливає, що таблиця складається з 45 клітинок, тобто має розміри 1×45 або 3×15 або 5×9. В зазначеній фразі є шість однакових букв «А», тому щонайменше дві з них потраплять в один рядок або стовпець.

Тут «клітки» - рядки, «зайці» - букви «А». «кліток» максимум 5, а «зайців» 6.

 Звичайно, таблиця може мати розміри 45×1 або 15×3 або 9×5. У цих випадках роль «кліток» зіграють стовпці.

3. По заданих координатах однієї точки комп'ютерна програма будує графік за правилом: для кожної точки з координатами 
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 генерується й зображується нова точка з координатами 
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. З'ясуйте, чи належить побудованому зображенню точка з координатами (2013, 2014), якщо першою була точка з координатами (2012, 2013)?

Відповідь. Не належить.

Розв'язок.

Сума координат кожної точки
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, що видається програмою, інваріантна (постійна): 
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. Спочатку сума була 
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, а сума координат точки (2013, 2014) рівна
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, отже, одержати таку пару неможливо.

4. Знайдіть усі натуральні значення n, для яких число 
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 є простим.

Відповідь. Таких натуральних значень не існує.

Розв'язок.

Розкладемо даний вираз на множники: 
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. Дане число буде простим тоді й тільки тоді, коли один з отриманих множників рівний 1, а другий множник – просте число. Із того 
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  при всіх натуральних значеннях n, тоді n2 – n+ 1 = 1, тобто, n(n – 1) = 0. Це рівняння в натуральних числах має єдиний розв'язок: n = 1. При цьому значенні n  множник 
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 дорівнює 4025, ділиться на 5.   

5. Квадрат зі стороною 2013 розрізали на два прямокутники. Відомо, що відношення периметрів цих прямокутників – ціле число. Доведіть, що прямокутники дорівнюють один одному.

Доведення: 

Нехай a – сторона квадрата й довжина кожного із прямокутників, b – ширина одного прямокутника, с – ширина іншого прямокутника (b ≥ c). Тоді маємо: 
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, де 
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 - ціле додатнє число.

Заміняючи a на b + с, після перетворень одержуємо:
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звідки випливає, що k ≤ 2.

1) k=2. Тоді 3c = 0, що неможливо.

2) 
[image: image25.wmf]k

=1. Тоді с = b, що й було потрібно довести.
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