Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

10 клас

Рівень А (високий)

1. На координатній площині xOy зобразити множини точок, координати яких задовольняють:

а) 
[image: image112.bmp];  
б) 
[image: image2.wmf][][]1

xy

+<

, де 
[image: image3.wmf][

]

a

 - найбільше ціле число, що не перевищує a.

2. Доведіть, що для будь-яких додатних чисел a і b виконується нерівність 
[image: image4.wmf](
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3. Правильний 2015-кутник розбит діагоналями, що неперетинаються на трикутники. Доведіть, що серед них  рівно один  - гострокутний.

4. Розв’язати систему рівнянь: 
[image: image5.wmf],
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5. Знайдіть всі функції 
[image: image6.wmf]R
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, які задовольняють рівняння 
[image: image7.wmf](
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[image: image8.wmf](

)

(

)

(

)

.

2014

2016

+

+

=

-

y

f

x

f

y

x

f


Час написання – 4 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено
Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

10 клас

Рівень Б (середній)
1. На координатній площині xOy зобразити множину точок, координати яких задовольняють:

а) 
[image: image9.wmf][][]1

xy

+=

;

б) 
[image: image10.wmf][][]1

xy

+<

, де 
[image: image11.wmf][

]

a

 - найбільше ціле число, що не перевищує a.

2. Правильний 2015-кутник розбит діагоналями, що неперетинаються на трикутники. Доведіть, що серед них  рівно один  - гострокутний.

3. Знайти лінію, яку описує вершина параболи  
[image: image12.wmf](
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,      якщо  m набуває всіх дійсних чисел.

4. Розв’язати систему рівнянь: 
[image: image13.wmf],

,

.

yzyza

zxzxb

xyxyc

++=

ì

ï

++=

í

ï

++=

î


5. На дошці через кому виписані числа 1, 2, 3, ... 99. Двоє гравців по черзі заміняють одну з наявних ком на знак «+» або «*» (помножити). Після того як ком не залишиться, гравці обчислюють значення отриманого виразу. Якщо результат є непарним числом, то виграє перший, а якщо парним - другий. Хто виграє при правильній грі? 

Час написання – 4 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено

Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

10 клас

Рівень В (достатній)
1 Визначте кількість розв‘язків рівняння 
[image: image14.wmf]a
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 залежно від значення параметра а.

2 Квадрат вписано в круг. На сторонах квадрата, як на діаметрах всередині квадрата побудовано півкруги. Чотири попарних перетини цих півкругів утворюють фігуру «квітка». Довести, що загальна площа «квітки» дорівнює площі частини описаного круга, що лежить поза квадратом.
3 Знайдіть  максимальне значення  виразу 
[image: image15.wmf](
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[image: image16.wmf]0
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 та вкажіть, при  яких х і у це значення досягається
4 Футбольний турнір проходить в одне коло. За перемогу давалося 
[image: image17.wmf]3

 очки, за нічию – 
[image: image18.wmf]1

 очко, за поразку – 
[image: image19.wmf]0

 очок. Чи могло статися так, що команда, яка зайняла на турнірі перше місце, при старій системі підрахунку очок (перемога – 
[image: image20.wmf]2

 очки, нічия – 
[image: image21.wmf]1

 очко, поразка – 
[image: image22.wmf]0

 очок) була б останньою? Відповідь обґрунтуйте.
5 На дошці написані два різних натуральних числа, більше з них дорівнює 2015. Дозволяється замінити одне із чисел на їх середнє арифметичне (якщо воно ціле). Відомо, що таку операцію провели 10 разів. Знайдіть, які числа були написані на дошці на початку. 

Час написання – 4 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено
Відповіді та вказівки до розв'язування

10 клас

Рівень А (високий)
1 [image: image1.wmf][][]1

xy

+=

На координатній площині xOy зобразити множину точок, координати яких задовольняють: а) 
[image: image23.wmf][][]1

xy

+=

; б) 
[image: image24.wmf][][]1
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+<

, де 
[image: image25.wmf][

]

a

 - найбільше ціле число, що не перевищує a.

2 Доведіть, що для будь-яких додатних чисел a і b виконується нерівність 
[image: image26.wmf](
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Вказівка. Оскільки a2 і b – числа додатні, то за нерівністю Коші для середнього арифметичного і середнього геометричного отримаємо: 
[image: image27.wmf].
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 Аналогічно, застосувавши нерівність Коші до чисел 
[image: image28.wmf]a

1

 і 
[image: image29.wmf]2

b
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, які є додатні, отримаємо: 
[image: image30.wmf].
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 Перемноживши почленно нерівності, маємо: 
[image: image31.wmf](
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3 Правильний 2015-кутник розбит діагоналями, що неперетинаються на трикутники. Доведіть, що серед них  рівно один  - гострокутний.


[image: image32.wmf]Коло, описане біля правильного 2015- кутника, є описаним й для будь-якого трикутника   даного розбиття. Тому що центр кола, описаного біля правильного 2015- кутника, не лежить на діагоналі, то він попадає всередину  якогось одного трикутника.

Трикутник є гострокутним, якщо центр описаного кола лежить всередині нього, і тупокутним, якщо центр описаного кола лежить поза ним. Отже, трикутник, у який потрапив центр описаного кола, - гострокутний, всі інші - тупокутні.

4 Розв’язати систему рівнянь: 
[image: image33.wmf],
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Відповідь:
[image: image34.wmf](
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[image: image36.wmf](
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Додамо по 1 до обох частин рівностей: 
[image: image37.wmf]11,
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[image: image38.wmf]Û

 
[image: image39.wmf](
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далі перемножимо перші дві рівності і розділимо результат на третю, маємо: 
[image: image40.wmf](
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[image: image41.wmf](
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. Аналогічно знаходимо розв’язки для 
[image: image42.wmf]x

 та 
[image: image43.wmf]y

. Очевидно, що розв’язків є два: один – перед коренями взяти знаки  плюс, а другий – перед радикалами взяти знаки мінус.

5 Знайдіть всі функції 
[image: image44.wmf]R
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, які задовольняють рівняння 
[image: image45.wmf](
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[image: image46.wmf](
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Відповідь: 
[image: image47.wmf](
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Вказівка: Нехай 
[image: image48.wmf].
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 Тоді 
[image: image49.wmf](
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Якщо 
[image: image50.wmf]y
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, то 
[image: image51.wmf](
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 Перевірка показує, що 
[image: image52.wmf](
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 є розв‘язком заданого рівняння.

Рівень Б (середній)
6 Знайти лінію, яку описує вершина параболи  
[image: image53.wmf](
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,  якщо  m набуває всіх дійсних чисел.

Розв’язання: Вершина параболи, має координати: 
[image: image54.wmf](
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[image: image55.wmf](
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, а  m=x+3.  

Тоді 
[image: image56.wmf](
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 Вершина параболи описує лінію 
[image: image57.wmf]5
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, параболу.
7 На дошці через кому виписані числа 1, 2, 3, ... 99. Двоє гравців по черзі заміняють одну з наявних ком на знак «+» або «*» (помножити). Після того як ком не залишиться, гравці обчислюють значення отриманого виразу. Якщо результат є непарним числом, то виграє перший, а якщо парним - другий. Хто виграє при правильній грі? 

Відповідь: виграє другий гравець.

Для досягнення успіху другий гравець може користуватися симетричною стратегією: якщо перший ставить  який – небудь знак між числами k й k+1, то другий ставить такий же знак між числами 99-k й 100-k. Вираз, що вийде наприкінці гри, буде містити кілька доданків - добутків, причому доданок, що  містить число 50, є парним, а інші доданки природно розіб'ються на пари «симетричних» доданків однакової парності. Таким чином, вираз, отриманий наприкінці гри, виявиться парним.

Рівень В (достатній)
8 Визначте кількість розв‘язків рівняння 
[image: image58.wmf]a
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 залежно від значення параметра а.

Вказівка:[image: image59.png]


Розв‘язки рівняння 
[image: image60.wmf]a
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 - це точки перетину графіка функції 
[image: image61.wmf]3
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[image: image62.wmf]a

y

=

. При 
[image: image63.wmf]0
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 - немає розв‘язків; при 
[image: image64.wmf]0
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 - 2 розв‘язки; при 
[image: image65.wmf]1
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 - 4 розв‘язки; при 
[image: image66.wmf]1
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 - 3 розв‘язки; при 
[image: image67.wmf]1
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 - 2 розв‘язки.

Відповідь: при 
[image: image68.wmf]0
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 - немає розв‘язків; при 
[image: image69.wmf]0
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[image: image70.wmf]1
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при 
[image: image71.wmf]1
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 - 3 розв‘язки; при 
[image: image72.wmf]1
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 - 2 розв‘язки.
9 Квадрат вписано в круг. На сторонах квадрата, як на діаметрах всередині квадрата побудовано півкруги. Чотири попарних перетини цих півкругів утворюють фігуру «квітка». Довести, що загальна площа «квітки» дорівнює площі частини описаного круга, що лежить поза квадратом.

	Вказівка: Нехай сторона квадрата 
[image: image73.wmf]a
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(лінійних одиниць), тоді радіус круга дорівнює 
[image: image74.wmf]2
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[image: image75.wmf]2
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(лін.од). Площа квадрата 
[image: image76.wmf]2
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, площа частини круга, що лежить поза квадратом дорівнює 
[image: image77.wmf](
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(лін.од). Площа одного «пелюстка квітки» дорівнює 
[image: image78.wmf]трикутника
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 EMBED Equation.3  [image: image80.wmf]=
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 EMBED Equation.3  [image: image81.wmf](
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[image: image82.wmf](
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10 Знайдіть  максимальне значення  виразу 
[image: image84.wmf](
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 та вкажіть, при  яких х і у це значення досягається

Відповідь .  Максимальне значення даного виразу дорівнює 
[image: image86.wmf]16

1

  при х=у=1. Вказівка. Застосуємо нерівність Коші 
[image: image87.wmf]ху
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[image: image88.wmf](
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, тобто маємо нерівність 
[image: image89.wmf]4
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. Враховуючи, що обидві частини нерівності невід’ємні , піднесемо останню нерівність до квадрата: 
[image: image90.wmf](
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[image: image91.wmf](
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Отже,  максимальне значення даного виразу дорівнює 
[image: image92.wmf]16

1

  при х=у=1.

11 Футбольний турнір проходить в одне коло. За перемогу давалося 
[image: image93.wmf]3

 очки, за нічию – 
[image: image94.wmf]1

 очко, за поразку – 
[image: image95.wmf]0

 очок. Чи могло статися так, що команда, яка зайняла на турнірі перше місце, при старій системі підрахунку очок (перемога – 
[image: image96.wmf]2

 очки, нічия – 
[image: image97.wmf]1

 очко, поразка – 
[image: image98.wmf]0

 очок) була б останньою? Відповідь обґрунтуйте.
Відповідь. Могло. Вказівка. Достатньо навести приклад такого турніру. Наприклад, в турнірі брали участь 
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 команд. Одна із них (команда 
[image: image100.wmf]A

) виграла 
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 ігор і 
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 програла. Всі інші ігри завершилися в нічию. За новою схемою у 
[image: image103.wmf]A
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 очок, а в усіх інших – не більше 
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 очок. За старою схемою у 
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 буде 
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 очок, а в усіх інших – не менше 
[image: image108.wmf]11

 очок.
12 На дошці написані два різних натуральних числа, більше з них дорівнює 2015. Дозволяється замінити одне із чисел на їх середнє арифметичне (якщо воно ціле). Відомо, що таку операцію провели 10 разів. Знайдіть, які числа були написані на дошці на початку. 

Після кожної ітерації різниця між написаними числами
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 і отриманими 
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) зменшується в 2 рази. Одержуємо, що початкова різниця повинна бути кратна 210= 1024. Звідси знаходимо друге число: 2015-1024=991. Відповідь: 991.
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