Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

11 клас

Рівень А (високий)
1 Знайдіть усі пари дійсних чисел 
[image: image101.png]


, які задовольняють нерівність 
[image: image2.wmf].
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2 Нехай на площині побудовано правильні багатокутники із числом сторін 31 і 65. Як побудувати за допомогою циркуля та лінійки правильний 31*65=2015 – кутник? 

3 Розв’яжіть рівняння: 
[image: image3.wmf](

)

2

6

2

3

sin

sin

x

x

x

x

x

x

+

+

=

+

+

.

4 Учень взяв функцію [image: image5.png]f(x)
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 й виявив, що її тринадцята похідна має рівно 2014 корінь. Чи не помиляється він?

5 Знайдіть всі функції 
[image: image6.wmf]R
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 такі, що для всіх 
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Час написання – 4 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено
Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

11 клас

Рівень Б (середній)
1. Побудувать  графік функції: 
[image: image9.wmf]1
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2. Розв’язати рівняння:  
[image: image10.wmf]2
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3. Обчислити:  
[image: image11.wmf](
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4. Нехай на площині побудовано правильні багатокутники із числом сторін 31 і 65. Як побудувати за допомогою циркуля та лінійки правильний 31*65=2015 – кутник. 

5. Знайдіть всі функції 
[image: image12.wmf]R
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, які задовольняють рівняння  
[image: image13.wmf](
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Час написання – 4 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено

Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

11 клас

Рівень В (достатній)
1. Побудувать  графік функції: 
[image: image14.wmf]1
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2. Розв’язати рівняння:  
[image: image15.wmf]2
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3. Довести, що 
[image: image16.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

64

cos

p

 - ірраціональне число.
4. У просторі дано 2014 векторів довжини 2, сума яких дорівнює нульовому вектору. Чи можна вибрати з них декілько таких, що їхня сума має довжину не менше 2015?
5. Знайдіть всі функції 
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, які задовольняють рівняння  
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Час написання – 4 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено
Відповіді та вказівки до розв'язування

11 клас

Рівень А (високий)
1. Знайдіть усі пари дійсних чисел 
[image: image19.wmf](
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, які задовольняють нерівність 
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Відповідь. 
[image: image21.wmf](
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Вказівка. Запишемо вираз, який стоїть у лівій частині рівності, так: 
[image: image22.wmf](
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 Оскільки 
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 Тому рівність може виконуватися лише за умови 
[image: image26.wmf].

0

7

,

0

3

=

+

=

-

y

x


2. Нехай на площині побудовано правильні багатокутники із числом сторін 31 і 65. Як побудувати за допомогою циркуля та лінійки правильний 31*65=2015 – кутник. 

Виберемо на кожному з многокутників по дві сусідні сторони й проведемо до кожної серединний перпендикуляр, знайдемо їхній перетин, який є центром многокутника. З'єднавши останні з кінцями кожної зі сторін, одержимо кути 
[image: image27.wmf]31
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. Помітимо, що для побудови правильного 2015-кутника потрібно мати кут 
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 Розвяжемо рівняння 
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[image: image32.wmf]1
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 в цілих числах. Легко знайти, що 
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 Тому, відклавши кут ( 10 разів, і кут ( 21 разів, з наступним вирахуванням, одержимо потрібний кут, що визначає правильний 2015 – кутник. 

3. Розв’язати рівняння: 
[image: image35.wmf](
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Відповідь: 
[image: image36.wmf]{
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Рівняння має вигляд 
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, то функція 
[image: image40.wmf]f

 – зростаюча, а тому вказана рівність можлива лише при умові 
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, звідки й маємо розв’язки: 
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4. Учень взяв функцію [image: image44.png]f(x)
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 й виявив, що її тринадцята похідна має рівно 2014 корінь. Чи не помиляється він?

Тринадцята похідна даної функції збігається із тринадцятою похідною функції [image: image46.png]f(x) = x20%% . 2008%



. Ця функція парна, значить її похідні парного порядку – парні функції, а похідні непарного порядку – не парні функції. Таким чином, всі корені будь-якої її похідної симетричні відносно осі ординат. При [image: image48.png]


 ця тринадцята похідна дорівнює нулю, тому що якщо продиференціювати функцію за формулою похідної добутку, то в похідній виявиться два доданки, що містять множник [image: image50.png]2013



, у другої похідної в кожному доданку буде множник [image: image52.png]2012



 і так далі, у тринадцятої похідної буде множник [image: image54.png]2001



.

Виходить, у тринадцятої похідної даної функції непарна або нескінченна кількість коренів, але ніяк не парне.

5. Знайти всі функції 
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Вказівка:

Підстановка 
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 Підстановкою 
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 приходимо до рівності 
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 Різниця з рівнянням умови дає, що 
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 Підставивши сюди 
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, отримаємо, що 
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 Перевірка підтверджує, що 
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 - розв‘язок.

Відповідь: 
[image: image68.wmf](
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Рівень Б (середній)
6. [image: image1.wmf](
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Побудувать  графік функції: 
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Вказівка. Якщо спростити вигляд функції, отримаємо: 
[image: image70.wmf](
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7. Розв’язати рівняння 
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Розв’язання: 
[image: image76.wmf]14
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 [image: image99.wmf] 
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Відповідь: 
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8. Обчислити:  
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            Розв’язання:
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9. Знайдіть всі функції 
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, які задовольняють рівняння 
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Відповідь: 
[image: image89.wmf](
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Вказівка: Нехай 
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Якщо 
[image: image92.wmf]y
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 Перевірка показує, що 
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Рівень В (достатній)
10. Довести, що 
[image: image95.wmf]÷
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Рішення. Припустимо, що це вірно, і 
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Оскільки  
[image: image97.wmf],
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 то раціональними будуть також числа:
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Але останнє число - ірраціональне. Таким чином, отримали протиріччя, що доводить твердження в задачі.

11. У просторі дано 2014 векторів довжини 2, сума яких дорівнює нульовому вектору. Чи можна вибрати з них декілько таких, що їхня сума має довжину не менше 2015?

Відповідь: немає.

Припустимо, що ми вибрали такий набір векторів. Довжина суми векторів не більше суми їхніх довжин - виходить, якщо ми вибрали не більше 1007 векторів, довжина їхньої суми не може перевершувати 2014. Отже, потрібно вибрати хоча б 1008 векторів. Але тоді залишилося не більше 1006 векторів, і довжина їхньої суми не може перевершувати 2012, а вона повинна бути також дорівнює 2015. Протиріччя.
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