Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

6 клас

Рівень А (високий)

1. Дано восьмицифрове число 20152014. Яку цифру і на якому місці потрібно дописати, щоб одержати число, яке ділиться на 12?  Розглянути всі можливі варіанти. 

2. Малюк може з’їсти торт за 10 хвилин, банку варення – за 8 хвилин і випити горщик молока за 12 хвилин, а Карлсон може це зробити за 2 хв, 3 хв, 4 хв відповідно. За який час вони разом (одночасно починають й одночасно завершують)  можуть з’їсти торт, банку варення і випити горщик молока (кожний наступний продукт починають їсти після того, як з'їли попередній )?

3. Кожен з трьох хлопчиків або завжди говорить правду, або завжди неправду. На питання «Чи є хоча б один брехун (той хто завжди каже неправду) серед двох інших?» перший відповів: «Ні», другий відповів: «Так». Яку відповідь дав третій хлопчик. Відповідь обґрунтуйте.

4. На дошці були виписані 11 послідовних натуральних чисел. Коли стерли одне із них, то сума деcяти чисел, які залишилися, дорівнює 2015. Яке число стерли з дошки? Відповідь обґрунтуйте. За необхідності розгляньте всі варіанти.

5. Андрійко та Миколка грають в «морський бій» на полі розміром 
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 за наступними правилами. Миколка розставляє 16 одноклітинних кораблів так, щоб вони не дотикалися (навіть кутами). Кожним ходом Андрійко називає одну із клітинок поля й, якщо на цій клітинці є корабель, то корабель вважається знищеним. Доведіть, що незалежно від розміщення кораблів Андрійко за 4 ходи зможе знищити хоча б один корабель.

Час написання – 3 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено
Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

6 клас

Рівень Б (середній)

1. Дано восьмицифрове число 20152014. Яку цифру і на якому місці потрібно дописати, щоб одержати число, яке ділиться на 12?  Розглянути всі можливі варіанти. 

2. Годинник Петра відстає на 10 хвилин, але Петро впевнений, що він поспішає на 5 хвилин. Годинник його товариша Богдана поспішає на 5 хвилин, але Богдан думає, що він відстає на 10 хвилин. Петро з Богданом домовились зустрітися о 16год 00хв. Хто з них двох прийде на зустріч раніше і на скільки хвилин від того, хто запізнився? 

3. Кожен з трьох хлопчиків або завжди говорить правду, або завжди неправду. На питання «Чи є хоча б один брехун (той хто завжди каже неправду) серед двох інших?» перший відповів: «Ні», другий відповів: «Так». Яку відповідь дав третій хлопчик. Відповідь обґрунтуйте.

4. Петрик вийшов із центра А шкільного футбольного поля і пройшов 1 м на південь, 2 м – на захід, 3 м – на північ, 4 м – на схід, 5 м – південь, 6 м – на захід, 7 м – на північ, 8 м – на схід, і т.д. Пройшовши сумарно 200 м Петрик зупинився у точці Х. Зайдіть відстань між точками А і Х. Відповідь обґрунтуйте. 

5. Андрійко та Миколка грають в «морський бій» на полі розміром 
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 за наступними правилами. Миколка розставляє 16 одноклітинних кораблів так, щоб вони не дотикалися (навіть кутами). Кожним ходом Андрійко називає одну із клітинок поля й, якщо на цій клітинці є корабель, то корабель вважається знищеним. Доведіть, що незалежно від розміщення кораблів Андрійко за 4 ходи зможе знищити хоча б один корабель.

Час написання – 3 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено

Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

6 клас

Рівень В (достатній)

1. Чи ділиться на 6 число 2015·102016+2014? Відповідь обґрунтуйте.
2. Знайдіть найбільше натуральне число, у якого всі цифри різні та кожні дві сусідні цифри відрізняються щонайменше на 2.
3. У лісі проводився крос. Обговорюючи його підсумки, одна білка сказала: «Перше місце зайняв заєць, а другою була лиса». Інша білка заперечила: «Заєць посів друге місце, а лось був першим». На що пугач помітив, що у висловленні кожної білки одна частина вірна, а інша - ні. Хто був першим і хто другим у кросі?

4. За результатами конкурсу, в якому учневі за правильну відповідь на запитання присуджується 1 бал, а за неправильну 0 балів, команда із семи учнів набрала 29 балів. Відомо, що кожний учень команди показав ненульовий результат, але не набрав більше 7 балів. Довести, що хоча б двоє учнів в команді отримали однакову кількість балів.

5. На дошці були виписані 10 послідовних натуральних чисел. Коли стерли одне із них, то сума дев’яти чисел, які залишилися, дорівнює 2015. Яке число стерли з дошки? Відповідь обґрунтуйте. 

Час написання – 3 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено
Відповіді та вказівки до розв'язування

6 клас

Рівень А (високий)

1. Дано восьмицифрове число 20152014. Яку цифру і на якому місці потрібно дописати, щоб одержати число, яке ділиться на 12?  Розглянути всі можливі варіанти. 

Відповідь.  201520140, 201520104, 201520164
[image: image3.wmf]
Розв'язання: Для того, щоб число ділилось на 12, потрібно, щоб воно ділилося на 3 і на 4 (4 і 3 – взаємно прості числа). 

Перша умова вимагає, щоб сума цифр цього числа ділилася на 3. Сума цифр даного восьмицифрового числа 15. Лише 0, 3, 6, 9  доповнюють цю суму до числа, кратного 3. 

Для того, щоб число ділилося на 4, число, записане двома його останніми цифрами, повинно ділитися на 4. 

Число 14 на 4 не ділиться, отже дописувати треба цифру біля останньої цифри. Це може бути 0 вкінці, тоді число  201520140 кратне 3 і 4, або дописати біля останньої цифри зліва 0, або 6. Одержимо числа 201520104, 201520164. 
2. Малюк може з’їсти торт за 10 хвилин, банку варення – за 8 хвилин і випити горщик молока за 12 хвилин, а Карлсон може це зробити за 2 хв, 3 хв, 4 хв відповідно. За який час вони разом (одночасно починають й одночасно завершують)  можуть з’їсти торт, банку варення і випити горщик молока (кожний наступний продукт починають їсти після того, як з'їли попередній )?

Відповідь. 
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Розв'язання: Малюк за 1 хв  з’їдає  
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 торта, з’їдає 
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 банки варення, випиває 
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 горщика молока, а Карлсон - 
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 торта, 
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 банки варення та 
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 горщика молока. 
Разом вони за 1 хв з’їдять 
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 торта, 
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 банки варення, 
[image: image13.wmf]3

1

4

1

12

1

=

+

 горщика молока.  

Тоді разом вони можуть з’їсти торт за  
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хв. і випити горщик молока за 
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3. Кожен з трьох хлопчиків або завжди говорить правду, або завжди неправду. На питання «Чи є хоча б один брехун (той хто завжди каже неправду) серед двох інших?» перший відповів: «Ні», другий відповів: «Так». Яку відповідь дав третій хлопчик. Відповідь обґрунтуйте.

Відповідь: «Ні». 

Розв'язання: Якщо передбачити, що перший хлопчик сказав правду, то виявляється, що всі троє правдиві, а другий хлопчик збрехав, тобто отримуємо протиріччя. Значить, перший хлопчик брехун, а другий сказав правду. Тоді, якщо перший відповів «Ні», а він брехун, це означає, що третій учень – брехун, тобто він збреше і його відповідь: «Ні».

4. На дошці були виписані 11 послідовних натуральних чисел. Коли стерли одне із них, то сума деcяти чисел, які залишилися, дорівнює 2015. Яке число стерли з дошки? Відповідь обґрунтуйте. За необхідності розгляньте всі варіанти.

Відповідь. 196; 207. 
Розв'язання: Нехай n, n+1, n+2, ..., n+10 – числа, які виписали на дошці, де 
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 – натуральне число. Тоді їх сума дорівнює 11n+55. Припустимо, що викреслили число 
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. Тоді за умовою задачі 11n+55-(n+i)=2015. Звідки 10n=1960+i. Серед чисел від 1960+0=1960 до 1960+10=1970 на 10 діляться лише 1960 і 1970, тобто 
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. Таким чиномможливі два випадки: 
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 на дошці були записані числа від 196 до 2006, а з дошки стерли число 196; 
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 на дошці були записані числа від 197 до 207, а з дошки стерли число 207.

5. Андрійко та Миколка грають в «морський бій» на полі розміром 
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 за наступними правилами. Миколка розставляє 16 одноклітинних кораблів так, щоб вони не дотикалися (навіть кутами). Кожним ходом Андрійко називає одну із клітинок поля й, якщо на цій клітинці є корабель, то корабель вважається знищеним. Доведіть, що незалежно від розміщення кораблів Андрійко за 4 ходи зможе знищити хоча б один корабель.

Розв'язання: Умовно розділимо поле для гри на 16 квадратів розміром 
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. Помітимо, що в кожному такому квадраті не може стояти більше одного корабля (інакше кораблі будуть дотикатися), а враховуючи, що всього кораблів 16, то в кожному квадраті повинен стояти корабель. Таким чином, Андрійкові досить повністю «розстріляти» один із цих квадратів.

Рівень Б (середній)
6. Годинник Петра відстає на 10 хвилин, але Петро впевнений, що він поспішає на 5 хвилин. Годинник його товариша Богдана поспішає на 5 хвилин, але Богдан думає, що він відстає на 10 хвилин. Петро з Богданом домовились зустрітися о 16год 00хв. Хто з них двох прийде на зустріч раніше і на скільки хвилин від того, хто запізнився? 

Відповідь: Раніше за Петра на 30 хвилин прийде Богдан. 

Розв'язання: Петро прийде на зустріч коли його годинник буде показувати 16 годин 05 хвилин, а дійсним часом буде 16 годин 15 хвилин. Богдан прийде на зустріч коли на його годиннику буде 15 годин 50 хвилин, а дійсним часом буде 15 годин 45 хвилин.

7. Петрик вийшов із центра А шкільного футбольного поля і пройшов 1 м на південь, 2 м – на захід, 3 м – на північ, 4 м – на схід, 5 м – південь, 6 м – на захід, 7 м – на північ, 8 м – на схід, і т.д. Пройшовши сумарно 200 м Петрик зупинився у точці Х. Зайдіть відстань між точками А і Х. Відповідь обґрунтуйте. 
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Відповідь. АХ=10 м. 
Вказівка. Помічаємо (див. малюнок), що за перші чотири «кроки» Петрик попадає у точку В, зміщуючись на 2 метри на північ і 2 метри на схід. Далі, за наступні чотири «кроки», які відрізняються від попередніх на 4м, він попадає в точку С, в яку він переміщується із точки В на 2 метри на північ і 2 метри на схід, і т.д.

Помічаємо, що1+2+3+...+19=190 < 200 <  що1+2+3+...+19+20=210, тобто Петрик насправді зробив 19 «кроків» і ще половину 20-го «кроку». Якби Петрик зробив усі 20 «кроків», то сумарно він перемістився би від точки  А на 10 метрів на північ і 10 метрів на схід (точка Х лежала б на прямій АВ). Оскільки останній відрізок шляху 20м він рухався із заходу на схід, то і зупинився у точці Х, яка знаходиться на відстані 10м на північ від точки А.

Рівень В (достатній)
8. Чи ділиться на 6 число 2015·102016+2014? Відповідь обґрунтуйте.

Відповідь. Так.  

Розв'язання: Щоб число ділилося на 6 необхідно, щоб воно ділилося і на 2 і на 3. Сума цифр даного числа 2+1+5+2+1+4=15, отже воно ділиться на 3. Дане число закінчується парною цифрою 4, отже кратне 2.

9. Знайдіть найбільше натуральне число, у якого всі цифри різні та кожні дві сусідні цифри відрізняються щонайменше на 2.

Відповідь. 9758642031.   

Розв'язання: Зрозуміло, що число не може мати більше ніж 10 цифр, крім того, воно повинно бути десятицифровим, бо таке число завжди більше за число, яке має меншу кількість цифр. 

З двох чисел з однаковою кількістю цифр більшим є те, у якого більшою є  цифра у найвищому розряді. Таким чином, будемо ставити відповідні цифри по місцях. 975 – перші три цифри; другою цифрою не може бути 8, так само, як і третьою. 864 – наступні три цифри. Далі не може стояти 3, а має стояти 2 і 0. Тому останні цифри мають бути 31.

10. У лісі проводився крос. Обговорюючи його підсумки, одна білка сказала: «Перше місце зайняв заєць, а другою була лиса». Інша білка заперечила: «Заєць посів друге місце, а лось був першим». На що пугач помітив, що у висловленні кожної білки одна частина вірна, а інша - ні. Хто був першим і хто другим у кросі?

Відповідь: першим був - Лось, другою - Лисиця.

Розв'язання:Запишемо висловлення двох білок:

 1 – а: «Заєць – I »,  «Лисиця - II ».


 2 – а: «Заєць - II»,  «Лось - I».

Якщо припустити, що висловлення «Заєць - I» вірно, то обидва висловлення другої білки будуть невірними, а це суперечить умові задачі. Тому висловлення «Заєць – I» не може бути вірним, тоді Лисиця посіла друге місце, а Лось  - перше.

11. За результатами конкурсу, в якому учневі за правильну відповідь на запитання присуджується 1 бал, а за неправильну 0 балів, команда із семи учнів набрала 29 балів. Відомо, що кожний учень команди показав ненульовий результат, але не набрав більше 7 балів. Довести, що хоча б двоє учнів в команді отримали однакову кількість балів.

Розв’язання: Припустимо, що всі учні команди отримали різні бали. Тоді вони разом набрали 1+2+3+4+5+6+7=28 балів, а за умовою 29 балів. Отже, ще один бал отримав хтось із учнів, і тоді у двох учнів однакова кількістьбалів. (або за принципом Діріхле)

12. На дошці були виписані 10 послідовних натуральних чисел. Коли стерли одне із них, то сума дев’яти чисел, які залишилися, дорівнює 2015. Яке число стерли з дошки? Відповідь обґрунтуйте. 

Відповідь. 220. 
Розв’язання:Нехай n+1, n+2, ..., n+10  – числа, які виписали на дошці, де n – ціле невід’ємне число. Тоді їх сума дорівнює 
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 на 9 ділиться лише 1962, тобто 
[image: image37.wmf]2

=

i

, а 
[image: image38.wmf]218

9

:

1962

=

=

n

. Таким чином, на дошці були записані числа від 219 до228, а з дошки стерли число 218+2=220.
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