Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

7 клас

Рівень А (високий)

1. Знайти останню цифру числа 
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2. Всередині тупого кута АОВ провели три промені ОС, ОD і ОЕ, причому 
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, ОD – бісектриса кута АОВ і ОЕ – бісектриса кута ВОС. Знайдіть величину кута DОЕ.

3. В таблиці 
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записані натуральні числа. Миколка і Петрик викреслили по 4 числа. Сума чисел, які викреслив Миколка, втричі більша від суми чисел, які викреслив Петрик. Яке число залишилось в таблиці? 

4. У Петрика й Василя є смужка на 2014 клітинок. У самій лівій клітинці написана цифра 7. Петрик й Василь по черзі (починає Петрик) записують по одній цифрі в будь-яку вільну клітку на свій вибір. Гра закінчується, коли всі клітинки заповнені. Петрик виграє, якщо отримане в підсумку 2014-цифрове число ділиться на 11. Василь якщо не ділиться. Хто виграє при правильній грі?

5. Петрик вибрав три різні цифри 
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 і записав усі можливі різні тризначні натуральні числа, десятковий запис кожного з котрих містить усі три вибрані цифри, але не може починатися з нуля. З‘ясувалося, що сума всіх записаних чисел дорівнює 3376. Визначте, які саме цифри були вибрані, і доведіть, що інших варіантів немає.

Час написання – 4 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено
Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

7 клас

Рівень Б (середній)

1. Доведіть, що 
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 ділиться націло на 10. 
Чи буде при будь-якому натуральному 
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 значення виразу 
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 ділитись націло на 10? 
2. Всередині тупого кута АОВ провели три промені ОС, ОD і ОЕ, причому 
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, ОD – бісектриса кута АОВ і ОЕ – бісектриса кута ВОС. Знайдіть величину кута DОЕ.
3. Олег задумав натуральне число, помножив його на 13, викреслив останню цифру результату, одержане число помножив на 7, знову викреслив останню цифру результату і одержав число 21. Яке число задумав Олег?
4. Є 242 монети, серед яких одна фальшива і легша за інші, а усі інші – справжні. Покажіть, що за 5 зважувань на терезах без важків з двома чашами можна визначити фальшиву монету?
5. Коля і Саша, граючись в розвідників, вели між собою шифровану переписку. Коля пише Саші: «Зустрінемось найбільшого числа, квадрат «післязавтра» якого поміститься в кількості днів місяця, в будинку з номером, рівним квадрату суми «післязавтра» і «завтра» від дня зустрічі. Час зустрічі – квадрат різниці між «післязавтра» і «вчора». Як ви зрозуміли шифровку?
Час написання – 4 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено

Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

7 клас

Рівень В (достатній)

1. Деяке двоцифрове число зменшили на 7, потім одержаний результат зменшили в 10 разів і одержали число, яке на 34 менше початкового. Яким було початкове число? Відповідь обґрунтуйте.
2. Всередині тупого кута АОВ провели три промені ОС, ОD і ОЕ, причому 
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, ОD – бісектриса кута АОВ і ОЕ – бісектриса кута ВОС. Знайдіть величину кута DОЕ.
3. В пустелі зустрілися два мандрівники. Один із них мав наповнену водою дванадцятилітрову посудину, а інший мав дві порожні – восьмилітрову та п’ятилітрову. Перший з мандрівників вирішив поділити воду порівну, але не знав, як це зробити. Як треба діяти мандрівникам, щоб налити шість літрів води у восьмилітрову посуду?
4. У лісосмузі ростуть 18 дубів. На всіх них порівну жолудів. Подув вітер, і з деяких дубів посипалися жолуді: з деяких – рівно половина, з деяких – рівно третина, а з решти – жодного жолудя. При цьому з усіх дубів разом упала рівно 
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 частина всіх жолудів. Із скількох дубів жолуді не падали?

5. Олексій, Борис, Володимир й Григорій брали участь у лижних перегонах. Наступного дня на питання, хто яке місце зайняв, вони відповіли так:

Олексій: Я не був ні першим і ні останнім;

Борис: Я не був останнім;

Владимир: Я був першим;

Григорій: Я був останнім.

Відомо, що три із цих відповідей були правдивими, а одна - неправдою. Хто сказав правду? Хто був першим?

Час написання – 4 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено
Відповіді та вказівки до розв'язування

7 клас

Рівень А (високий)
1. Знайти останню цифру числа 
[image: image10.wmf]
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Відповідь: 7
Розв’язання: Число 33 при піднесенні до степеня може закінчуватись цифрами 3, 9, 7, 1, 3, 9, 7, 1,… . Отже, число 33 буде закінчуватись цифрою 9. Аналогічно, можна довести, що число 
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 закінчується цифрою 8. Тоді число 
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  закінчується  цифрою 7.

2. Всередині тупого кута АОВ провели три промені ОС, ОD і ОЕ, причому 
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, ОD – бісектриса кута АОВ і ОЕ – бісектриса кута ВОС. Знайдіть величину кута DОЕ.

Вказівка. Нескладно переконатися, що промені розташовані в такому порядку: ОА, ОD, ОС, ОЕ, ОВ. Якщо 
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Відповідь. 45º.
3. В таблиці 
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             записані натуральні числа. Миколка і Петрик викреслили по 4 числа. Сума чисел, які викреслив Миколка, втричі більша від суми чисел, які викреслив Петрик. Яке число залишилось в таблиці? 

Відповідь.  14. 

Вказівки. Оцінити суму чотирьох найменших чисел таблиці та суму чотирьох найбільших чисел таблиці

4. У Петрика й Василя є смужка на 2014 клітинок. У самій лівій клітинці написана цифра 7. Петрик й Василь по черзі (починає Петрик) записують по одній цифрі в будь-яку вільну клітку на свій вибір. Гра закінчується, коли всі клітинки заповнені. Петрик виграє, якщо отримане в підсумку 2014-цифрове число ділиться на 11. Василь якщо не ділиться. Хто виграє при правильній грі?

Відповідь: Виграє Петрик.

Першим ходом Петрик ставить 7 у другу клітинку. Інші клітинки (їх парна кількість) розбиваються на пари сусідніх: третя й четверта, п'ята й шоста й так далі. У відповідь на кожний хід Василя Петрик буде ставити ту ж саму цифру в клітинку, парну до тої, в яку ходив Василь. Таким чином, наприкінці гри утвориться число, що складається з пар однакових цифр, що очевидно ділиться на 11.

Замість першої клітинки першим ходом можна поставити 7 в останню. У цьому випадку потрібно обґрунтування, чому число 700 ... 007 ділиться на 11.

Крім того, насправді можна скористатися ознакою подільності на 11 і зрозуміти, що насправді можна ставити ту ж цифру, що й Василь, у будь-яку клітинку з номером іншої парності.

5. Петрик вибрав три різні цифри 
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 і записав усі можливі різні тризначні натуральні числа, десятковий запис кожного з котрих містить усі три вибрані цифри, але не може починатися з нуля. З‘ясувалося, що сума всіх записаних чисел дорівнює 3376. Визначте, які саме цифри були вибрані, і доведіть, що інших варіантів немає.

Вказівка. Розглянемо спочатку випадок, коли серед обраних цифр немає нуля. Тоді має бути записано шість попарно різних тризначних чисел: 
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 Сума цих чисел становить 
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, що неможливо, оскільки 3376 не ділиться без остачі на 222. Отже, серед обраних цифр має бути нуль. Нехай с=0 і записані числа мають вигляд 
[image: image21.wmf].
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 Їхня сума дорівнює 
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 Оскільки цифри a і b мають бути різними, то цими цифрами є 7 і 9.

Відповідь: було обрано цифри 0, 7 і 9.

Рівень Б (середній)
6. Доведіть, що 
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 ділиться націло на 10.  Чи буде при будь-якому натуральному 
[image: image26.wmf]n

 значення виразу 
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 ділитись націло на 10? 

Розв'язання: 3n+2-2n+2+3n-2n=3n32-2n22+3n-2n=3n(32+1)-2n(22+1)=3n10-2n5=3n10-2(n-1)+15=3n10-2n-110. Оскільки кожний доданок містить множник 10, то і вся сума ділиться на 10.

        Отже, при будь-якому натуральному n значення виразу 3n+2-2n+2+3n-2n ділиться націло на 10.

7. Олег задумав натуральне число, помножив його на 13, викреслив останню цифру результату, одержане число помножив на 7, знову викреслив останню цифру результату і одержав число 21. Яке число задумав Олег? 

Відповідь.  24. 

Розв'язання:До числа 21 треба дописати таку цифру справа, щоб трицифрове число ділилося на 7. Це буде число 217. 217:7=31. До числа 31 треба дописати таку цифру справа, щоб трицифрове число ділилося на 13. Це буде число 312. 312:13=24 Отже, Олег задумав число 24. 

8. Є 242 монети, серед яких одна фальшива і легша за інші, а усі інші – справжні. Покажіть, що за 5 зважувань на терезах без важків з двома чашами можна визначити фальшиву монету?

  Ділимо всі монети на 3 купи, дві купи по 81 монеті і одна – 80 монет. Проведемо зважування двох куп по 81 монеті. Отримаємо два випадки:

1)  Якщо одна чаша переважила, значить в більш легкій чаші фальшива монета.

2)  Якщо терези в рівновазі, то фальшива монета серед 80 монет.

Розглянемо перший випадок:

1 крок. 81 монету ділимо на три купи по 27 монет. Фальшива монета серед 27 монет на чаші, якщо вона легша, або на купі, яка залишилася.

2 крок. 27 монет ділимо на три купи по 9 монет. Фальшива монета серед 9 монет на чаші, якщо вона легша, або на купі, яка залишилася.

3 крок. 9 монет ділимо на три купи по 3 монети. Фальшива монета серед 3 монет на чаші, якщо вона легша, або на купі, яка залишилася.

4 крок. 3 монети ділимо на три купи по 1 монеті. Фальшива монета на чаші, якщо вона легша, або та що залишилася.

Розглянемо другий випадок:

До 80 монет добавимо одну справжню монету із терезів. Тоді матимемо 81 монету. Здійснюємо зважування аналогічні 1-4 крокам першого випадку.

Таким чином, фальшиву монету можна визначити 5 зважуваннями. 
9. Коля і Саша, граючись в розвідників, вели між собою шифровану переписку. Коля пише Саші: «Зустрінемось найбільшого числа, квадрат «післязавтра» якого поміститься в кількості днів місяця, в будинку з номером, рівним квадрату суми «післязавтра» і «завтра» від дня зустрічі. Час зустрічі – квадрат різниці між «післязавтра» і «вчора». Як ви зрозуміли шифровку?

Відповідь: 3-го числа, 81 номер будинку, в 9 год.

Рівень В (достатній)
10. Деяке двоцифрове число зменшили на 7, потім одержаний результат зменшили в 10 разів і одержали число, яке на 34  менше початкового. Яким було початкове число? Відповідь обґрунтуйте.

Відповідь. 
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Вказівка. Нехай 
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 – початкове число. Оскільки 
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11. У пустелі зустрілися два мандрівники. Один із них мав наповнену водою дванадцятилітрову посудину, а інший мав дві порожні – восьмилітрову та п’ятилітрову. Перший з мандрівників вирішив поділити воду порівну, але не знав, як це зробити. Як треба діяти мандрівникам, щоб налити шість літрів води у восьмилітрову посуду?.

Вказівка . Розв’язання подамо у вигляді таблиці

	12 літрів
	12
	4
	4
	9
	9
	1
	1
	6

	8 літрів
	0
	8
	3
	3
	0
	8
	6
	6

	5 літрів
	0
	0
	5
	0
	3
	3
	5
	0


12. У лісосмузі ростуть 18 дубів. На всіх них порівну жолудів. Подув вітер, і з деяких дубів посипалися жолуді: з деяких – рівно половина, з деяких – рівно третина, а з решти – жодного жолудя. При цьому з усіх дубів разом упала рівно 
[image: image34.wmf]9
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 частина всіх жолудів. Із скількох дубів жолуді не падали?

Відповідь: з 13 дубів. 

Вказівка. Нехай n – кількість дубів, з яких обсипалась рівно половина жолудів, m – кількість дубів, з яких обсипалась рівно третина жолудів, тоді 18–n–m – шукана кількість дубів. Якщо k – кількість жолудів на одному дубі, то з умови задачі одержуємо рівність 
[image: image35.wmf].
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, де n і m – натуральні числа. Легко бачити, що m=3, а n=2.

13. Олексій, Борис, Володимир й Григорій брали участь у лижних перегонах. Наступного дня на питання, хто яке місце зайняв, вони відповіли так:

Олексій: Я не був ні першим і ні останнім;

Борис: Я не був останнім;

Владимир: Я був першим;

Григорій: Я був останнім.

Відомо, що три із цих відповідей були правдивими, а одна - неправдою. Хто сказав правду? Хто був першим?

Відповідь: правду сказали Олексій, Борис, Григорій. Першим був Борис.

Розв'язання:Припустимо, що збрехав Олексій. Тоді виходить, що він був першим або останнім. Тоді збрехали ще або Володимир, або Григорій, що суперечити умові. Нехай збрехав Борис. Тоді він був останнім. Але Григорій стверджував, що він був останнім. Виходить, припущення не вірно. Нехай збрехав Володимир. Тоді він не був першим. У цьому випадку умови задачі  виконуються. 
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