Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

8 клас

Рівень А (високий)

1. Послідовність будується за таким законом. На першому місці стоїть число 7, а далі за кожним числом стоїть число, що дорівнює сумі цифр його квадрату, збільшеного на 1. Яке число стоїть на 2015 місці? 
2. Побудувати трикутник за серединами двох його сторін і основою висоти, проведеної до третьої сторони.

3. Знайдіть усі цілі значення n, при яких є натуральним числом значення виразу 
[image: image54.png]



4. На острові лицарів і брехунів (лицарі завжди говорять правду, брехуни завжди брешуть) за круглим столом зібралася компанія з 2015 чоловік. Кожний заявив, що серед половини інших, що сидять від нього праворуч, брехунів стільки ж, скільки лицарів серед половини інших, що сидять від нього ліворуч. Скільки могло бути лицарів за столом? 
5. Чи ділиться націло на 
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Час написання – 4 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено
Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

8 клас

Рівень Б (середній)
1. Довести, що  
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2. Побудувати трикутник за серединами двох його сторін і основою висоти, проведеної до третьої сторони.

3. У дати 12.04.1961 (тобто 12 квітня 1961 року) сума цифр дорівнює 24. Знайдіть найближчу дату після 10.11.2015, у якої сума цифр дорівнює: 33.

4. У конкурсі брали участь 5 чоловік. На кожне питання один з них дав неправильну відповідь, інші - правильну. Число правильних відповідей у Петрика дорівнює 10 - менше, ніж у будь-якого іншого. Число правильних відповідей у Василя дорівнює 13 - більше, ніж у будь-якого іншого. Скільки всього питань було в конкурсі?
5. Побудувати графік функції: 
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Час написання – 4 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено

Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

8 клас

Рівень В (достатній)
1. У простому двоцифровому числі цифра одиниць на 2 більша за цифру десятків. Якщо до цього числа додати 9, то одержана сума буде більшою за 50, але меншою від 97. Знайти це число.

2. Побудувати трикутник за серединами двох його сторін і основою висоти, проведеної до третьої сторони.

3. Знайдіть усі цілі значення n, при яких є натуральним числом значення виразу 
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4. Довести, що  
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5. Скільки існує розв'язків ребуса 
[image: image12.wmf]2
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? (Однакові букви – однакові цифри, різні букви – різні цифри.)
Час написання – 4 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено
Відповіді та вказівки до розв'язування

8 клас

Рівень А (високий)
1. Послідовність будується за таким законом. На першому місці стоїть число 7, а далі за кожним числом стоїть число, що дорівнює сумі цифр його квадрату, збільшеного на 1. Яке число стоїть на 2015 місці? 
Відповідь: 5.

Обчисливши перші декілька членів, легко зрозуміти як саме ця послідовність складається, тобто після четвертого члена слідує повторення чисел 7, 72+1=50 =>5+0=5, 52+1=26 => 2+6=8, 82+1=65 => 6+5=11, 112+1=122 => 1+2+2=5. Маємо 7, (5, 8, 11,) (5, 8, 11,) 5, 8, … Залишається порахувати, яке з чисел періоду 5, 8, 11 на 2015-му місці. Це число 5, тому що 2015=1(число 7)+3*671(число повних періодів)+1. На 2015-му місці – 5.

2. Побудувати трикутник за серединами двох його сторін і основою висоти, проведеної до третьої сторони.

Опустити перпендикуляр з основи висоти на середню лінію трикутника і на продовженні відкласти відрізок рівний відстані від основи до середньої лінії. Це і буде одна з вершин трикутника.

3. Знайдіть усі цілі значення n, при яких є натуральним числом значення виразу 
[image: image13.wmf].
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Відповідь. -4, 3.
Вказівка. Подамо даний дріб у вигляді 
[image: image14.wmf].
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 Вираз 
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 набуває цілого значення при будь-якому цілому n. Тому вираз 
[image: image16.wmf].

3

6

1

+

-

-

n

n

 набуває цілого значення, якщо значення виразу 
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 є цілим числом. Це можливо лише при значеннях n: -9, -6, -5, -4, -2, -1, 0, 3. Із умови, що значення виразу 
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4. На острові лицарів і брехунів (лицарі завжди говорять правду, брехуни завжди брешуть) за круглим столом зібралася компанія з 2015 чоловік. Кожний заявив, що серед половини інших, що сидять від нього праворуч, брехунів стільки ж, скільки лицарів серед половини інших, що сидять від нього ліворуч. Скільки могло бути лицарів за столом? 

Відповідь: 0 або 1008 лицарів. 

Можливий випадок, коли за столом зібралися тільки брехуни ( тоді дійсно кожний брехун збрехав, тому що в половині праворуч від нього 1007 брехунів, а в половині ліворуч від нього 0 лицарів, тобто висловлення є невірним. Розглянемо тепер випадок, коли за столом сидить хоча б 1 лицар. Тоді нехай праворуч від нього n брехунів і відповідно (1007(n) лицарів, а ліворуч ( n лицарів. Виходить, крім нього за столом ще (1007(n)+n=1007 лицарів. Таким чином, за столом буде 1008 лицарів, кожний з яких сказав правду, незалежно від відповідного йому числа n, розглянутого вище. Розглянемо тепер ситуацію для кожного брехуна. Нехай праворуч від нього k брехунів і відповідно (1007(k) лицарів, а ліворуч тоді лицарів з одного боку k , а з іншого 1008 ( k  і відповідно k =1008 ( k, тоді k =504. Аналогічно кількість брехунів ліворуч з одного боку 1007-(1008-k)=k-1, а з іншого 1005-k і тоді k-1 =1005 ( k тобто k =503. Тобто таке розташування не можливе і відповідно всі брехуни сказали неправду. 
5. Чи ділиться націло на 
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Вказівка:

Якщо многочлен 
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 ділиться без остачі на 
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 є коренем многочлена, тобто 
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, що виконується тільки при непарних n.

Відповідь: при n=2016 не ділиться, при n=2015  ділиться.

Рівень Б (середній)
6. Довести, що  
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Вказівка:    
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Даний вираз ділиться на 6,  якщо він ділиться на 2 і на 3.

Доведемо,що вираз ділиться на 2:

а)  m і n- парні, тоді очевидно.

б)  m і n- непарні, тоді  (m- n) або   (m+n)  є парними.   

в)  m- парне , n- непарне або навпаки, тоді  mn- парне.      

Доведемо,що вираз ділиться на 3:

а)  якщо m і n діляться на 3, то подільність очевидна.

б)  якщо числа m і n при діленні на 3 мають однакові остачі: 1; 2; або 3, то 
[image: image31.wmf](
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в)  якщо при діленні на 3 у чисел m, n різні остачі: 1 і 2, 2 і 1  відповідно, то  
[image: image32.wmf](
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7. У дати 12.04.1961 (тобто 12 квітня 1961 року) сума цифр дорівнює 24. Знайдіть найближчу дату після 10.11.2015, у якої сума цифр дорівнює: 33.

Відповідь : 29.09.2029.
Розв'язання. Найбільша сума цифр числа дорівнює 11 для 29-го числа. Найбільша сума цифр місяця дорівнює 9 для вересня, тобто для 09. Виходить, найбільша сума цифр будь-якого року буде для дати 29.09. Остання цифра року не більше 9, і якщо ми зберігаємо перші дві цифри, то останні цифри визначають число сума цифр якого дорівнює 33 – (2+9+0+9+2+0)=11. 
8. У конкурсі брали участь 5 чоловік. На кожне питання один з них дав неправильну відповідь, інші - правильну. Число правильних відповідей у Петрика дорівнює 10 - менше, ніж у будь-якого іншого. Число правильних відповідей у Василя дорівнює 13 - більше, ніж у будь-якого іншого. Скільки всього питань було в конкурсі?

Відповідь: 14 .

На кожне питання були дані 4 правильних відповіді, а тому загальне число правильних відповідей ділиться на 4. Оскільки Петрик дав 10 вірних відповідей, Василь — 13, а інші троє — від 11 до 12, то загальне число правильних відповідей не менше, ніж 10 + 13 + 3·11 = 56, і не більше, ніж 10 + 13 + 3·12 = 59. Із чисел у цих межах тільки 56 кратно 4, тому число питань дорівнює 56:4=14

9. Побудувати графік функції: 
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Вказівка.  Задана функція може бути перетворена до такого вигляду:
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 Графік зображено на малюнку:

Рівень В (достатній)
10. У простому двоцифровому числі цифра одиниць на 2 більша за цифру десятків. Якщо до цього числа додати 9, то одержана сума буде більшою за 50, але меншою від 97. Знайти це число.

Відповідь: 79.  Вказівка  Нехай задане число 
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. Серед чисел 46, 57, 68, 79 тільки 79 є простим. 

11. Довести, що  
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  ділиться на 6 при будь яких натуральних  значеннях m,n і  
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Вказівка:    
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Даний вираз ділиться на 6,  якщо він ділиться на 2 і на 3.

Доведемо,що вираз ділиться на 2:

а)  m і n- парні, тоді очевидно.

б)  m і n- непарні, тоді  (m- n) або   (m+n)  є парними.   

в)  m- парне , n- непарне або навпаки, тоді  mn- парне.      

Доведемо,що вираз ділиться на 3:

а)  якщо m і n діляться на 3, то подільність очевидна.

б)  якщо числа m і n при діленні на 3 мають однакові остачі: 1; 2; або 3, то 
[image: image50.wmf](
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в)  якщо при діленні на 3 у чисел m, n різні остачі: 1 і 2, 2 і 1  відповідно, то  
[image: image51.wmf](
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12. Скільки існує розв'язків ребуса 
[image: image52.wmf]2
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? (Однакові букви – однакові цифри, різні букви – різні цифри.) 

Відповідь: 864 розв'язків. 

Розв'язання:  Помітимо, що в нас використано 9 цифр. Зрозуміло, що серед них немає нуля й тому вони приймають всі 9 ненульових значень. Крім того, після скорочення однакових множників одержимо 
[image: image53.wmf]2
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, при цьому скоротились Р и М, які зобов'язані приймати значення 5 і 7, інакше ці прості множники не скоротяться й вираз не буде дорівнює 1/2 (одержуємо два варіанти для букв Р и М.) У розкладанні на прості множники всіх інших ненульових 7 цифр залишилися чотири трійки й сім двійок. При цьому трійки повинні скоротитися, виходить, 3 і 6  ідуть в одну частину дробу, а 9 ( в іншу. Крім того, у чисельнику повинні виявитися три двійки, а в знаменнику ( чотири. 

1 випадок.) Якщо в чисельнику взяти 3 і 6, тоді туди ще піде 4. Для букв Т, Е, О, ці три цифри дадуть 3!=6 варіантів.  Чотири букви, що залишилися в знаменнику приймають значення 1, 2, 8, 9 ( усього 4!=24 варіанта. Із врахуванням двох варіантів букв Р и М одержимо 2(6(24=288 розв'язків ребусу. 

2випадок.) Якщо в чисельник піде 9, то дві цифри, що залишилися, дорівнюють або 1 і 8, або 2 і 4. Тоді для кожного із цих випадків аналогічно буде по 288 розв'язків. Виходить, усього 3*288=864 розв'язків ребусу.

_1508425509.unknown

_1508428220.unknown

_1508429449.unknown

_1508437156.unknown

_1508437287.unknown

_1508437402.unknown

_1508437157.unknown

_1508437029.unknown

_1508428245.unknown

_1508428263.unknown

_1508428866.unknown

_1508428225.unknown

_1508425865.unknown

_1508428165.unknown

_1508428214.unknown

_1508428218.unknown

_1508428105.unknown

_1508425629.unknown

_1508424836.unknown

_1508425401.unknown

_1508425499.unknown

_1381905944.unknown

_1444560350.unknown

_1445065569.unknown

_1445066317.unknown

_1445066448.unknown

_1444560952.unknown

_1382524953.unknown

_1288693967.unknown

_1288694029.unknown

_1288694075.unknown

_1288694112.unknown

_1288694137.unknown

_1288694091.unknown

_1288694058.unknown

_1288693993.unknown

_1288693896.unknown

_1288693924.unknown

_1288693853.unknown

