Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

9 клас

Рівень А (високий)

1. Послідовність будується за таким законом. На першому місці стоїть число 7, а далі за кожним числом стоїть число, що дорівнює сумі цифр його квадрату, збільшеного на 1. Яке число стоїть на 2015 місці? 
2. В трапецію з основами 3 см і 5 см можна вписати коло і навколо неї можна описати коло. Обчисліть площу п’ятикутника, утвореного радіусами вписаного у трапецію кола, перпендикулярними до бічних сторін, відповідними відрізками цих сторін і найменшою основою.

3. Розв‘яжіть в простих числах рівняння 
[image: image96.bmp]
4. Чи ділиться націло на 
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5. На острові лицарів і брехунів (лицарі завжди говорять правду, брехуни завжди брешуть) за круглим столом зібралася компанія з 2015 чоловік. Кожний заявив, що серед половини інших, що сидять від нього праворуч, брехунів стільки ж, скільки лицарів серед половини інших, що сидять від нього ліворуч. Скільки могло бути лицарів за столом? 
Час написання – 4 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено
Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

9 клас

Рівень Б (середній)
1. Довести, що  
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  ділиться на 6 при будь яких натуральних  значеннях m,n і 
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2. Виразити через 
[image: image8.wmf]b

 дріб 
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1

a

a

+

-

, якщо 
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3. Розв’язати систему рівнянь:
 
[image: image11.wmf](
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4. В трапецію з основами 3 см і 5 см можна вписати коло і навколо неї можна описати коло. Обчисліть площу п’ятикутника, утвореного радіусами вписаного у трапецію кола, перпендикулярними до бічних сторін, відповідними відрізками цих сторін і найменшою основою.

5. Скільки існує розв'язків ребуса 
[image: image12.wmf]2

1

=

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

А

Д

Е

М

I

Х

Р

А

А

М

Е

Р

О

Е

Т

? (Однакові букви – однакові цифри, різні букви – різні цифри.)
Час написання – 4 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено

Управління освіти і науки Запорізької облдержадміністрації

Запорізький обласний інститут післядипломної педагогічної освіти

II етап Всеукраїнської олімпіади з математики 2015-2016 н.р.

9 клас

Рівень В (достатній)
1. Знайдіть усі цілі значення n, при яких є натуральним числом значення виразу 
[image: image13.wmf].
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2. Для всіх дійсних а і b доведіть нерівність 
[image: image14.wmf].
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3. Діагоналі описаного чотирикутника ABCD перетинаються в точці О. Радіуси описаних кіл трикутників AOB, BOC, COD, DOA відповідно дорівнюють R1, R2, R3, R4. Доведіть, що 
[image: image15.wmf].
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4. Скільки існує розв'язків ребуса 
[image: image16.wmf]2
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? (Однакові букви – однакові цифри, різні букви – різні цифри.)
5. На дошці виписані всі натуральні дільники деякого точного квадрату n2 за зростанням 
[image: image17.wmf]2
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. Доведіть, що сума  
[image: image18.wmf]1
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 не може дорівнювати 2015. 
Час написання – 4 год.

Кожна задача оцінюється у 7 балів

Користуватися калькулятором заборонено
Відповіді та вказівки до розв'язування

9 клас

Рівень А (високий)
1. Послідовність будується за таким законом. На першому місці стоїть число 7, а далі за кожним числом стоїть число, що дорівнює сумі цифр його квадрату, збільшеного на 1. Яке число стоїть на 2015 місці? 
Відповідь: 5.

Обчисливши перші декілька членів, легко зрозуміти як саме ця послідовність складається, тобто після четвертого члена слідує повторення чисел 7, 72+1=50 =>5+0=5, 52+1=26 => 2+6=8, 82+1=65 => 6+5=11, 112+1=122 => 1+2+2=5. Маємо 7, (5, 8, 11,) (5, 8, 11,) 5, 8, … Залишається порахувати, яке з чисел періоду 5, 8, 11 на 2015-му місці. Це число 5, тому що 2015=1(число 7)+3*671(число повних періодів)+1. На 2015-му місці – 5.

2. В трапецію з основами 3 см і 5 см можна вписати коло і навколо неї можна описати коло. Обчисліть площу п’ятикутника, утвореного радіусами вписаного у трапецію кола, перпендикулярними до бічних сторін, відповідними відрізками цих сторін і найменшою основою.
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Відповідь: 
[image: image19.wmf]2
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  Вказівка: Оскільки у трапецію ABCD  можна вписати коло  , то BC+AD=AB+CD =8 см. Якщо навколо трапеції ABCD можна описати  коло, то трапеція ABCD-рівнобічна. AB=CD =8:2=4 см.

Проведемо висоти BH і CK, тоді HK AH=KD= =1 см. З 
[image: image20.wmf]D
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Тоді  радіус вписаного кола  
[image: image23.wmf]15
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Проведемо висоту ML , OM=OL=r, О-центр вписаного кола. 
[image: image24.wmf].
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 Розглянемо п’ятикутник  OPBCQ, площу якого треба найти. 
[image: image25.wmf]OQC
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(за двома катетами).
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3. Розв‘яжіть в простих числах рівняння 
[image: image27.wmf].
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Вказівка. Якщо 
[image: image28.wmf]2
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, то х – непарне число, і ліва частина рівняння більша за 2 і є парним числом. У цьому випадку число z простим бути не може. Отже, х=2. Маємо 
[image: image29.wmf].
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 Якщо у – непарне число, то 
[image: image30.wmf]1
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 можна розкласти на множники, кожний з яких більший за 1. В цьому випадку число z простим бути не може. Звідси у – парне просте число, тобто у=2. Тоді 
[image: image31.wmf].
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Відповідь. х=2, у=2, z=5.

4. Чи ділиться націло на 
[image: image32.wmf]5
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Вказівка:

Якщо многочлен 
[image: image36.wmf](
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 ділиться без остачі на 
[image: image37.wmf]5
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 є коренем многочлена, тобто 
[image: image39.wmf](
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, що виконується тільки при непарних n.

Відповідь: при n=2016 не ділиться, при n=2015  ділиться.

5. На острові лицарів і брехунів (лицарі завжди говорять правду, брехуни завжди брешуть) за круглим столом зібралася компанія з 2015 чоловік. Кожний заявив, що серед половини інших, що сидять від нього праворуч, брехунів стільки ж, скільки лицарів серед половини інших, що сидять від нього ліворуч. Скільки могло бути лицарів за столом? 

Відповідь: 0 або 1008 лицарів. 

Можливий випадок, коли за столом зібралися тільки брехуни ( тоді дійсно кожний брехун збрехав, тому що в половині праворуч від нього 1007 брехунів, а в половині ліворуч від нього 0 лицарів, тобто висловлення є невірним. Розглянемо тепер випадок, коли за столом сидить хоча б 1 лицар. Тоді нехай праворуч від нього n брехунів і відповідно (1007(n) лицарів, а ліворуч ( n лицарів. Виходить, крім нього за столом ще (1007(n)+n=1007 лицарів. Таким чином, за столом буде 1008 лицарів, кожний з яких сказав правду, незалежно від відповідного йому числа n, розглянутого вище. Розглянемо тепер ситуацію для кожного брехуна. Нехай праворуч від нього k брехунів і відповідно (1007(k) лицарів, а ліворуч тоді лицарів з одного боку k , а з іншого 1008 ( k  і відповідно k =1008 ( k, тоді k =504. Аналогічно кількість брехунів ліворуч з одного боку 1007-(1008-k)=k-1, а з іншого 1005-k і тоді k-1 =1005 ( k тобто k =503. Тобто таке розташування не можливе і відповідно всі брехуни сказали неправду. 
Рівень Б (середній)
6. Довести, що  
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  ділиться на 6 при будь яких натуральних  значеннях m,n і  
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Вказівка:    
[image: image42.wmf](
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[image: image43.wmf]n
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Даний вираз ділиться на 6,  якщо він ділиться на 2 і на 3.

Доведемо,що вираз ділиться на 2:

а)  m і n- парні, тоді очевидно.

б)  m і n- непарні, тоді  (m- n) або   (m+n)  є парними.   

в)  m- парне , n- непарне або навпаки, тоді  mn- парне.      

Доведемо,що вираз ділиться на 3:

а)  якщо m і n діляться на 3, то подільність очевидна.

б)  якщо числа m і n при діленні на 3 мають однакові остачі: 1; 2; або 3, то 
[image: image44.wmf](
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в)  якщо при діленні на 3 у чисел m, n різні остачі: 1 і 2, 2 і 1  відповідно, то  
[image: image45.wmf](
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7. Виразити через 
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Відповідь: 
[image: image49.wmf]2
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Перетворимо рівність 
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[image: image57.wmf]2
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. Отже, 
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 для всіх дійсних 
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, крім 
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8. Розв’язати систему рівнянь:
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Відповідь: 
[image: image62.wmf](
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Додамо перші два рівняння і віднімемо від результату третє рівняння, маємо 
[image: image63.wmf]4
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. Аналогічно можемо отримати ще дві рівності 
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. Далі перемноживши отримані три рівності знайдемо 
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9. Скільки існує розв'язків ребуса 
[image: image71.wmf]2

1

=

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

А

Д

Е

М

I

Х

Р

А

А

М

Е

Р

О

Е

Т

? (Однакові букви – однакові цифри, різні букви – різні цифри.)

Відповідь: 864 розв'язків. 

Розв'язання:  Помітимо, що в нас використано 9 цифр. Зрозуміло, що серед них немає нуля й тому вони приймають всі 9 ненульових значень. Крім того, після скорочення однакових множників одержимо 
[image: image72.wmf]2
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, при цьому скоротились Р и М, які зобов'язані приймати значення 5 і 7, інакше ці прості множники не скоротяться й вираз не буде дорівнює 1/2 (одержуємо два варіанти для букв Р и М.) У розкладанні на прості множники всіх інших ненульових 7 цифр залишилися чотири трійки й сім двійок. При цьому трійки повинні скоротитися, виходить, 3 і 6  ідуть в одну частину дробу, а 9 ( в іншу. Крім того, у чисельнику повинні виявитися три двійки, а в знаменнику ( чотири. 

1 випадок.) Якщо в чисельнику взяти 3 і 6, тоді туди ще піде 4. Для букв Т, Е, О, ці три цифри дадуть 3!=6 варіантів.  Чотири букви, що залишилися в знаменнику приймають значення 1, 2, 8, 9 ( усього 4!=24 варіанта. Із врахуванням двох варіантів букв Р и М одержимо 2(6(24=288 розв'язків ребусу. 

2випадок.) Якщо в чисельник піде 9, то дві цифри, що залишилися, дорівнюють або 1 і 8, або 2 і 4. Тоді для кожного із цих випадків аналогічно буде по 288 розв'язків. Виходить, усього 3*288=864 розв'язків ребусу.

Рівень В (достатній)
10. Знайдіть усі цілі значення n, при яких є натуральним числом значення виразу 
[image: image73.wmf].
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Відповідь. -4, 3.
Вказівка. Подамо даний дріб у вигляді 
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 Вираз 
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 набуває цілого значення при будь-якому цілому n. Тому вираз 
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 набуває цілого значення, якщо значення виразу 
[image: image77.wmf].
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 є цілим числом. Це можливо лише при значеннях n: -9, -6, -5, -4, -2, -1, 0, 3. Із умови, що значення виразу 
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11. Для всіх дійсних а і b доведіть нерівність 
[image: image79.wmf].
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Вказівка: Використовуючи нерівність Коші, отримуємо:


[image: image80.wmf](
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12. Діагоналі описаного чотирикутника ABCD перетинаються в точці О. Радіуси описаних кіл трикутників AOB, BOC, COD, DOA відповідно дорівнюють R1, R2, R3, R4. Доведіть, що 
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Вказівка: Нехай 
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Тоді 
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 Ураховуючи, що ABCD – описаний чотирикутник і 
[image: image86.wmf]AD

BC

CD

AB

+

=

+

, отримуємо  
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13. На дошці виписані всі натуральні дільники деякого точного квадрату n2 за зростанням 
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. Доведіть, що сума  
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Припустимо, що сума  
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 ( непарне число. Тоді це два числа різної парності з добутком 
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( парним числом. Виходить, n² ділиться на 2, отже, має дільник 2. Тому 
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 є непарним, тобто число 
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