ІI этап 53 Всеукраинской олимпиады по математике 2012-2013 г.

9 класс

1. На доске записано пять натуральных двузначных чисел. Чебурашка может прибавить ко всем числам одновременно либо по 1, либо по 2. Крокодил Гена может стереть число, которое делится на 13 или сумма цифр которого делится на 7 (если конечно, такое число есть на доске). Докажите, что Гена может добиться того, что бы через некоторое время доска опустела.
Рассмотрим 5 пар соседних чисел: 142 и 143, 194 и 195, 247 и 248, 312 и 313, 364 и 365. Каждое из них Гена может стереть. 
Если числа будут одновременно увеличиваться на 1 или 2, то наибольшее из них обязательно станет равным числу 142 или 143, и Гена его сотрет. При увеличении оставшихся чисел большее из них станет равно 194 или 195, и Гена его сотрет, и так далее. В результате будет стерты все числа и доска опустеет.

2. Доказать, что среди целых чисел вида 2p+1, где p — простое число, только одно является точным кубом.












Поскольку при  получим число , которое не является точным кубом, то считаем, что  - нечетное простое число. Если , то число , и, следовательно,  - нечетное. Найдем . Поскольку числа  и  натуральные, и первое из них меньше второго, то, в силу простоты , получим, что . Значит единственный возможный вариант . 


Проверка , и число  - простое. 

3. Описанным кругом плоской фигуры называется наименьший из содержащих ее кругов, а вписанным – наибольший из содержащихся в ней кругов. Может ли ограниченная фигура иметь два различных
а) описанных 	      б) вписанных	круга?
Два различных описанных круга быть не может. Предположим противное, что есть два описанных круга одинакового радиуса с разными центрами. Тогда фигура лежит в каждом из кругов, а значит в их пересечении. Их пересечение есть объединение двух одинаковых сегментов, стянутых общей хордой, длина которой меньше диаметра каждого из кругов. Значит эту область можно поместить в круг, диаметр которого равен общей хорде. А это противоречит тому, что исходные круги минимального радиуса. 
Два вписанных разных круга может быть. Например для прямоугольника, который не является квадратом.

4. Два натуральных числа в сумме дают 2011, а при делении большего из них на меньшее с остатком частное равно 26. Найти все пары таких чисел.








         Пусть даны числа . Тогда  и . Остаток от деления где . Значит , откуда находим, что . Из неравенства для  получаем, что . 



Из полученной системы неравенств  находим возможные варианты для  и : (72, 1939), (73, 1938) и (74,1937). 



5. Сумма неотрицательных чисел  и  равна 1. Доказать, что тогда

.


Обозначим , тогда . Тогда 
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